
 

EXERCICES 

EXERCICE 1: 

On considère les suites définies sur IN  par :  

                  u n =    
3

 1 n  2
n
+ et v n = u n+1 - 3

1 u n. 

1°/ a) Montrer que (u n) est décroissante et qu’elle admet une     

          Limite finie .  

      b) Etablir que la suite (v n) est une suite géométrique.                                                                       

          Déduire qu’elle est convergente et calculer sa limite.    

2°/ Pour tout entier n ≥  2 on pose S n = 1 +
²3

5  + n3 3
1 n  2 ...  

3
7 +

++ . 

a) Calculer : ∑
−

=

1

1
k v

n

k

 en fonction de n. 

b) Montrer que S n = 2 - n1-n u 
2
1 -  

3  2
1   pour tout n ≥  2. 

c) Prouver que (S n)est une suite convergente et calculer sa limite. 

3°/ Pour tout n ∈IN ; on pose :  a n = (2n+1) (tg x)n où x [ 
2
π ,

4
π [ ∈ . 

a) On prend  x ] [ 
2
π ,

4
π  ∈ ; Montrer que (a n) est divergente. 

b) On prend x = 
4
π ; Etudier la convergence de (a n) et celle de la suite (b n) définie 

par  b n = ∑
= +

n

k

ka

0 1 n² 
  pour tout n 0 ≥ . 

 

 



EXERCICE 2 : 

 

On considère la suite u définie sur IN* par :  

                            u 1 = 
2
1  et u n+1= 

n 2
1 n  + u n.       

1°/ Calculer u 2 ,u 3 et u 4 . 

2°/ a)  Montrer que pour tout n > 0 on a : 0 ≤  u n+1 ≤  u n. 

      b) En déduire que la suite u est convergente et calculer sa limite. 

3°/ Soit v la suite définie pour n > 0 par : v n = 
n
nu . 

a) Montrer que v est une suite géométrique dont on précisera le  premier terme et 

la raison. 

b)   Calculer la limite de v n lorsque n tend vers  +∞ . 

     c)   Calculer u n en fonction de n . 

 

EXERCICE 3 : 

Soit (un) la suite définie sur IN* par un = n

n
n  )

12
(

+
. 

1°/ a) Montrer que pour tout n ∈IN* on a : 0 < un < n ) 
2
1 ( . 

  b) En déduire que (un) est convergente et déterminer sa limite. 

2°/ Soit vn =∑
=

n

k
ku

1

. Montrer que la suite (vn) est croissante. 

     Déduire qu’elle est convergente. 

 



EXERCICE 4 : 

Soit (un) la suite définie par :      •  un est croissante. 

                                                  •  pour tout n ∈IN on a : un ≥  2. 

1°/ On pose Vn = ∑
=

n

k u0 k10 ...u u 
1   . 

      a) Montrer que ∀ n ∈IN on a : Vn ≤  
0

n
0

2
00 2

1... 
2

1 
2

11
uuuu

++++ .                                                                

      b) En déduire que la suite (Vn) est majorée. 

2°/ Soit  la limite de Vn . Montrer que  ][ 10, ∈ . 

 

 

 

EXERCICE 5 : 

Soit (un) la suite définie sur IN par :    u0 = 2 

                                                           un+1 = 
1  u 3

u 3   u
2

n

n
3

n

+

+
  ∀  n ∈IN.   

1°/ a) Montrer que pour tout n ∈IN on a : un ≥  1. 

  b) Montrer que la suite (un) est strictement décroissante .  

      En  déduire qu’elle est convergente. 

2°/ Soit vn = 
1  u
1 - u

n

n

+
  pour tout n ∈IN. 

a) Montrer que pour tout n ∈IN  on a : vn+1 = vn
3. 

b) En déduire que : vn = ( ) n

v
3

0  pour tout n ∈IN. 



c) Calculer 
+∞→n

lim un  et  
+∞→n

lim vn . 

3°/ a) Montrer que pour tout n ∈IN on a : n 3
3 

  
3
1     

3
1 

n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

 b) Soit Sn =  ∑
=

n

k 0
k v . Montrer que ( Sn ) est croissante. 

 c) Montrer que pour tout n ∈IN  on a : ) 
3

1 - 1 ( 2   S   
3
1

) 1n ( 3n +≤≤ . 

 d) Montrer que (Sn) est convergente et donner un encadrement  

    de sa limite. 

 

 

 

 

 

 

 

EXERCICE 6 : 

 Soit (un) la suite définie par :                                                                                                  

      u0 ][ 10, ∈  

      un +1 = 2 +un - 
2

  3 nu+ ∀  n ≥  0.                             

 1°/ Etudier la suite (un) pour u0 = 1. 

2°/ Dans la suite de l’exercice on prend  u0 [ 0,1 [ ∈ . 



a) Vérifier que pour tout n ≥  0  on a : un +1 = 2 - 
2

n    3   u

3

nu++
 

      b)   En déduire que 0 ≤  un ≤  1.  

 c)    Etudier la monotonie de (un) .  

       En déduire qu’elle est convergente et calculer sa limite. 

3°/a) Montrer que pour tout n ∈IN on a :  

                 0 < 1 – un +1 ) u - 1 ( ) 1 -  3 ( n≤ . 

 b) En déduire que pour tout n ∈IN on a :  

            0 < 1 – un ) u  - 1 ( ) 1 - 3( 0
n≤ .  

   Retrouver alors  la limite de (un) .                                                                       

4°/ On pose Sn =  ∑
−

=

+
1

0

2
k  u  3  

n

k

  et  Tn = un  + Sn ; pour n IN. ∈  

a) Quelle est la nature de la suite (Tn).   

      Calculer Sn en fonction de n, u0  et un. 

b) Déterminer la limite de 
1+n

Sn lorsque n tend vers +∞ . 

 

EXERCICE 7 : 

Soit (un) la suite définie par un = 12 −n
n  pour tout n  > 0. 

1°/ Montrer que la suite (un) est décroissante et minorée. 

2°/ Montrer que pour tout n > 0 on a :  un + 1 = 
2
1 un + n2

1 .  

      En déduire nn
u

+∞→
lim .                                      



3°/ On pose Sn = 1 + 1 - n21 2
n.... 

2
3  

2
2

+++  pour tout n > 0. 

 Montrer que Sn = - un + 4 ( 1 - n2
1 ). En déduire n

n
S

+∞→
lim .                                                                           

4°/ Soit Vn = n ( ) 1 x sin −n  pour n > 0 ; avec  x [ 
6
π0, ] ∈ . 

a) Montrer que Vn ≤  un pour tout n > 0. En déduire nn
V

+∞→
lim . 

b) Montrer que, pour tout n > 0 on a : Vn +1 = (sin x)Vn + ( ) n x sin    

c)   On pose  :  Tn = 1 + 2 sin x + 3 ( ) ( ) 1 -n 2  xsin n .....   xsin ++  pour tout n > 0. 

     Démontrer que :  Tn ( 1 – sin x ) = - ( sin x ) Vn + 
 xsin  1

 sin 1 n

−

− x
. 

     En déduire la limite de Tn lorsque n tend vers +∞  

 

EXERCICE 8 :  

Soit (un) la suite définie pour n 2  ≥  par :   

            u2 = 1 

            un + 1 = 
2

u - 1  2 - 2 
2

n
  pour n ≥  2. 

1°/ Calculer u3 ,u4 et u5. 

2°/ Montrer que pour tout n .u    u : aon   2 n1n ≤≥ +   

3°/ Soit (vn) la suite définie par : un = sin vn. 

a) Déterminer la nature de (vn). 

b) Exprimer un  en fonction de n et Calculer sin 
16
π .  

 



EXERCICE 9 : 

Soit f la fonction définie sur [ 0, 1 ] par :     

                f(x)  = 0,1] ]  x si      1 -  1²
∈

+
x

x . 

                f(0) = 0.     

1°/ Montrer que la fonction f est strictement croissante sur [0,1]. 

 

2°/ On considère la suite (un) définie par :   

             u0 = 1. 

              un+1 =  f(un) ; ∀  n IN. ∈     

a) Montrer que  pour tout n IN ∈  on a : un = 2
1n

1n

u - 1
u 2

+

+  . 

b) Montrer que pour tout n IN ∈  on a :  0 1.    u  n ≤≤  

3°/a) Vérifier que pour tout réel x 0,1] ] ∈ on a  f(x) x. 
2
1 ≤  

  b) Montrer alors que pour tout n nn 2
1  u  : aon  IN ≤∈ . 

  c) En déduire que la suite (un) est convergente et calculer sa  

     limite. 

4°/ Montrer que pour tout n ).
2
π(tg   u : aon  IN 2nn +=∈  

5°/ On pose pour tout n IN ∈  on a  vn = 2
1n

1n
3

u  1
u 2

+

+
+

+

n

  et  wn = 2n+2 un. 

a) Montrer que pour tout n *IN ∈  on a : wn – vn = 4
1n

3
1n

4

u - 1
u 2

+

+
+n

. 

b) En déduire  que pour tout n IN ∈  on a : 0 < wn – vn  1-2n 2
1  ≤ . 



c) En déduire que la suite (tn) définie sur IN par tn = wn – vn est convergente 

et calculer sa limite. 

d) Montrer que (wn) est décroissante et en déduire que (wn) et (vn) sont 

convergentes et ont la même limite que l’on note . 

e) Montrer que  = π . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CORRECTION 

EXERCICE 1 : 

Pour n .
3

1 n  2    u   aon  IN n n
+

=∈  

1°/a)    u  u    0   
3

n  4-  
3

1 2n  - 
3

3 n  2  u - n1n1nn1n1 <⇒<=
++

= ++++ nnu                                                                            

une est )(u suite la donc n suite décroissante.                                                                                                 

De plus  minorée est )(u suite la alors  0  u  a on IN  n nn ≥∈∀ donc elle est convergente.  Soit  = 

.lim nn
u

+∞→
 

b) 1nn1 n n2n1n2n1 n 3
2  u 

3
1 - u    vet    

3
2  u 

3
1 - u   v ++++++ ====•   



donc n1   v
3
1  =+nv  donc la suite (vn) est géométrique de raison  

q = .
3
2   vterme premier de et 

3
1

0 =  

 On a alors .)
3
1( 

3
2    v: aon  IN n  n

n=∈∀  

• [. 1,1- ]   
3
1    q est )(v suite la de raison  la car  0    v lim nn ∈==

+∞→n
 

2°/ n .u     
3

1n  2  ...  
3
7  

3
5  1  S  et   2 

n

1 k 
kn32n ∑

=

=
+

++++=≥  

a) ).
3

1 - 1 ( 
3
1    )

3
1 - 1 ( 

2
3 . 

9
2    

3
11

3
1 - 1

  v  v 1 -n 1

1 -n 

1

1 -n 

1 k 
k ==

−
= −

=
∑ n  

b)  On a  vk = uk + 1  - . IN  k  ;  u 
3
1

k ∈∀   

D’ou   u   
3
1 -  u     v 

1 - n

1  k
k

1

1  k
1  k

1-n

1  k
k ∑∑∑

=

−

=
+

=

=
n

= ) u  -  u  ( 
3
1 -  u n

n

1  k
k

n

2  k
k ∑∑

==

 

 donc       v 
1-n

1  k
k∑

=

=  - u1 + Sn  - . u 
3
1   S  

3
1

nn +
 

∑
=

1-n

1 k 
k v =  - u1 + .u 

3
1  S 

3
2

nn +  donc : nn1 -n S 
3
2  u 

3
1  1 -   )

3
1 - 1 ( 

3
1  ++=    alors     n1 -n n u - 

3
1 -  4  S 2 =   

et par suite  Sn = 2 - .u 
2
1    

3  2
1 n 1 -n −  

3°/ On a :   n  [ 
2
π,

4
π ]  x   avec   ) tgx ( ) 1  n 2 (  a  et  IN n

n ∈+=∈ . 

a) Pour x  [ 
2
π ,

4
π ] ∈ on a tg x > 1 alors (tg x )n > 1 et donc   

an
  >  2 n + 1  cela signifie d’après le théorème de comparaison des limites que 

∞+=
+∞→

  lim nn
u  



b)  x = ∞+=+=
+∞→

    a lim donc et  ) uearithmétiq (suite  ;1 n  2 a  alors  
4
π

nnn  

 bn =  
1  ²
)² 1 (n   1) 2n   (1 

2
1 n  

1 n² 
1   1 2k  

1  ²
1   

1  ²
1 k  2 n

0 k 

n

0 k +
+

=++
+

+
=+

+
=

+
+ ∑∑

== nnn
. 

Alors 1  
²
² lim  lim

n 
==

+∞→+∞→ n
nbnn

. 

 

EXERCICE 2 : 

On a :  u1 = 
2
1  et un = nu 

2
1

n
n + . 

1°/ u2 = 1u 
4
3 = .

32
5  u 

8
5  u    et     

4
1  u 

6
4  u       ;

8
3

3423 ====  

2°/a) 0  u  : aon  IN n    recurrence par  1n ≥∈∀• +
∗queMontrons  

 

 que montrons et  0   u  : a on qu' Supposons; IN  n Soit 1n ≥∈∗ +
∗ 0   2 ≥+nu         

  0  
2 n 2

3  n et  0   u et  u 
2  n 2

3  n u  :   1n1n 2n ≥
+
+

≥
+
+

= +++aOn  

D’ou .u  0  :  aon  IN n  1n+
∗ ≤∈∀  

.u  u : aon  IN n   que Montrons n1n ≤∈∀• +  0  u donc 1  n puisque 2n ≥≥ + .  

  nnnn1 u 
2n

n  - 1  u - u 
2n

1n  u - =
+

=+nu    

  or ∗∈IN         0  u  plus de et  0    n - 1  alors n ≥≤   

 donc n 1nn1 u  u  oud'   0   u - ≤≤ ++nu .                                 

Conclusion :  .u  u   0  : a IN n  n1n
 ≤≤∈∀ +
∗ on  

c) D’après a) on a (un) est décroissante et minorée donc elle est convergente .                                   

    On pose  = .lim nn
u

+∞→
 

0.   8
3  u   : aon  1 n  pour 2 >==∗



On a    lim =
+∞→

nn
u 1lim ++∞→ nn

u  donc   = 
2
1   

2
1   lim  car    ; 

2
1

n
=

+
+∞→ n

n   

donc  = 0. 

3°/  1.  n     
n

u   n ≥∀=nv  

a)  n
n

n
1n

1  v
2
1  

n
u 

2
1  

1 n 

u 
2n

1 n 

  
1 n 

u  ==
+

+

=
+

= +
+nv   donc (vn ) est une suite géométrique de  raison  q = 

 
2
1 et de premier terme  . 

2
1  1 =v  

On a donc vn  = v1 qn – 1 = n2
1  1.  n   ≥∀ On a (vn) est une suite géométrique de raison q = 

0.    v lim  donc  [ 1 1,- ]  
2
1

n
 n

=∈
∞+→

 

b) On a vn =  . 1  n   tout pour   ;
2
n  u   oud'   n v  u   donc  nnnn ≥==

n
un  

 

EXERCICE 3 : 

Pour tout n . 
1 n  2

n    u   : aon  IN n

n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=∈ ∗  

1°/a) Montrons que  .
2
1   u   0  : aon  IN n  n

n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<<∈∀  

•  On a : . 
2
1  )

1 n  2
(   alors     0    

) 1 n  (2 2
1 -   

2
1 -  

1 n  2
n

nnn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

+
<

+
=

+
 

0   u  oud'     0  )
1 n  2

 (  donc   0    
1 n  2

    ;IN n     : aon  part autreD' n
n >>

+
>

+
∈∀• ∗ nn  

Conclusion :  .
2
1   u   0  : aon  IN n  n

n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<<∈∀  

b) D’après le théorème de comparaison de limites on a :  .
2
1 lim   u lim   0 

nnn

n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<<

+∞→+∞→
 



Or  egéomètriqu suite une est )
2
1 ( car 0   

2
1 lim

 

nn

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+∞→
 

1,1[-]  
2
1  q raison de ∈= donc 0  u lim n =

+∞→n
 

2°/ On a . u       v   ;IN n  
n

1 k 
kn

* ∑
=

=∈∀  

•  Montrons que (vn) est croissante : 

.croissante suite une est )(v suite la  donc 0  u   u - u     v-  n1n

n

1 k 
k

1n

1 k 
kn1 >== +

=

+

=
+ ∑∑nv  

 

 1     
2
1 - 1  

2
1  1

 
2
1 - 1 

 
2
1   

2
1   u  donc  

2
1  u :   IN  k 

1  k

n

1  k
k

 

k
* ≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<∈∀ ∑∑

==

n

n
n

k
k

1   v oud' n ≤  ; Cela 

signifie que la suite (vn) est majorée par 1. 

Conclusion : 

 la suite (vn) est majorée par 1 et est croissante,  donc la suite (vn) est 

convergente 

 

EXERCICE 4 :  

On a :  (un) est croissante et pour tout n ∈IN on a : un ≥  2. 

1°/ On a  Vn = ∑
=

n

k u0 k10 ...u u 
1   . 

a) Montrons que pour tout n ∈IN on a :  

b)  Vn ≤  
0

n
0

2
00 2

1 ...  
 2
1   

 2
1  1 

uuuu
++++ .                                                                     

On a pour tout k ∈IN : (uk) est croissante donc pour tout k ∈IN on a :  

uk 0u  ≥  de plus pour tout k ∈IN on a :  uk  ≥  2 ;  



Alors  u0 .u1 …uk  0
k u 2  ≥  

 et par suite   
0

k
k10 u  2

1   
...u .u . 

1
≤

u
  d’ou   ∑

=

n

k u0 k10 ...u u 
1 

0

n

0 k u  2
1  k∑

=

≤    .                                                        

donc Vn ≤
0

n
0

2
00 2

1 ...  
 2
1  

 2
1 1

uuuu
++++ .    

b) Montrons que la suite (Vn) est majorée : 

On a 
0 

1

0

1

0

n

0 k 00

n

0 k u
2  )

2
1 - (1 

u
2  

2
1 -1

2
1 - 1

 
u
1   

  2
1  1   

u2
1 ≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

==
+

+

==
∑∑

n

n

kk u
                                                      

d’ou :  Vn  
0u

2  ≤ ;∀ n ∈IN,  majorée est )(V suite la oud' n . 

2°/Soit   = . lim
 nn
V

+∞→
Montrons que  0,1] [ ∈ .  

On a pour tout n ∈IN on a  :  un  ≥  2    donc :  

0           oud'  0       Vdonc      et        0    
u
1       aon      0  k       n
k

≥≥≥≥∀  

De plus on a   Vn  
0u

2  ≤  ;∀  n ∈IN  donc Vn  
0u

2  ≤  1  ≤  ;∀  n ∈IN   

d’ou  1  ≤  . Conclusion :  0,1] [ ∈ . 

 

EXERCICE 5 : 

1°/a) Montrons par récurrence que . 1   u  : ona IN n  n ≥∈∀  

        1   2  u a on   0  n  Pour 0 >==•  

       1.   u  que montrons et  1  u  :  que suppose On , IN  n  Soit 1  nn ≥≥∈• +  

  0  1 - u  donc  1  u  or  
1  u 3

1)- (u 
   1 - 

1  u 3
u 3  u  1 - nn2 

n

3
n

2 
n

n
3 

n
1 ≥≥

+
=

+
+

=+nu                           0  1 - u   :  oud' 1n ≥+  ; 

donc un+1  1  ≥  



Conclusion : 1.   u :  aon   IN n  n ≥∈∀  

b) Montrons que la suite (un) est décroissante : 

   un+1 – un =
1  u 3

) 1 (u )1  u ( u 2 -  
1  u 3

) 1 - u ( u 2 -  u - 
1  u 3

u 3  
2 
n

nnn
2 
n

2 
nn

n2 
n

n
3 

+
+−

=
+

=
+

+nu .                    

  0 n    0  1  u 3    et    0     1 - u Or 2 nn ≥∀>+≥ donc un+1 – un 0  ≤  donc (un) est décroissante. 

La suite (un) est décroissante et minorée par 1 donc elle est convergente. 

2°/ Pour tout n . 
1  u
1 - u     v: aon  IN 

n

n
n

+
=∈  

a)  vn+1 =
 1 - 

1  u 3
u 3  u

1 - 
1  u 3

3u  u

  
1u
1-

2 
n

n
3 

n

2 
n

n
3 

n

1n

1

+
+

+
+

=
++

+nu =  
1 u 3 u 3  u
1- u 3 u 3 - u

n
2 

n
3 

n

n
2 

n
3 

n

+++
+

3

n

 
n

1u
1u ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

= ( )3nv =  

b) Montrons par récurrence que ( ) .v   vaon  IN n  
3

0n

n

=∈∀  

( ) ( ) . v v  v : aon      ;0 n   pour 0
1

0
3

0

0

===•  

( ) ( ) .v  v que montrons et v  v : que  sup  IN;  n  Soit 
13

01n
3

0n

+

+ ==∈•
nn

poseOn  

      : aon  IN n  ∈∀  ( ) [ ] ( ) ( ) 1n 3
0

3 x 3
0

3
3

0
3

n1 v  v   v   v  
+

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==+

nn

nv  

Conclusion : ( ) .v      v: aon  IN n  
3

0n

n

=∈∀  

c) On pose :    lim =
+∞→

n
n

u . 

On a : un+1 = f(un) avec f : x  ;  
1  x² 3
x 3  x

 
3

+

+
→ f est continue pour x ≥  1 

donc f( ) =  

D’ou 3 + 3  = 3 3 + 1 alors  2 3 – 2  = 0   



alors :  = o  ou  = 1  ou  = - 1. Or on a :  un 1.     donc  1 =≥  

On a finalement 0.  
1  u
 1 - u lim   lim

n

n
n

=
+

=
+∞→+∞→

nn
v  

3°/a) Montrons par récurrence  que 
nn 33

3
1  

3
1  : aon  IN n  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈∀ . 

. 
3
1 

3
1  oud' 1  

3
1 

3
1et  

3
1 

3
1 

3
1 a on  0  n Pour 

0 30300 31 03 xx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=•

)1(31333

3
1 

3
1 a onqu' montrons et

3
1 

3
1  a on qu' suppose On 

++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛•

nnnn

On 

a 
nn 3 3 

3
1 

3
1  : aon  IN n  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈∀  alors 

3
1.

3
1 

3
1 .

 3
1 3 3 nn

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛                                                                

d’ou 
13 13 

3
1 

3
1 ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

nn

or on a : ( ) ( ) ( ) ( ) )1(3 13 13 3 

3
1 3

1   et 3
1 3

1 1 +++
≤≤

+ nnnn

  ( ) ( )  3
1   3

1    donc 
)1(3 3 1 +

≤
+ nn

. 

Conclusion :  
nn 3 3 

3
1  

3
1  : aon  IN n  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈∀ . 

b) Pour tout n .  v   S    : aon   IN 
n

0 k 
kn ∑

=

=∈  

Sn+1 – Sn =      0  
3
1  v  v  -  v 

3

1n

n

0  k
k

1

0  k
k ≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== +

=

+

=
∑∑

nn

alors (Sn) est croissante. 

c) Montrons que ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤≤∈∀

+1)(n 3n 3
1 - 1 2   S    

3
1  : a on  IN  n . 

. S  
3
1 oud'  

3
1 orS SS a on IN  n tout pour donc croissante est  )(S n0n0n ≤=≤∈•  

 aon   0 k    : aon  part autreD' ≥∀•
kk 33

3
1    

3
1  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   signifie   vk  ≤

k 3

3
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛                                          

d’ou  Sn ∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

n

0 k 

k 3

3
1    ; Or ∑

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛n

0 k 

k 3

3
1 est la somme de (n+1) terme d’une suite géométrique 



de raison q=
27
1  

3
1
3 =  et de premier terme 1 donc : 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++

+

=
∑ 1)(n 31)3(n

3

1)3(nn

0 k 

k 3

3
1 - 1  2     

3
1 - 1  .

26
27     

3
1 - 1

3
1 - 1

   
3
1   

donc  Sn   ≤ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+1)(n 33

1 - 1  2  et en conclusion : ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤≤∈∀ +1)(n 3n

3
1 - 1 2   S    3

1  :  IN n  . 

d) On a (Sn) est croissante et est majorée car 

2.  
3

1 - 1 2   S  : aon   IN n  1)(n 3n ≤⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤∈∀ + Donc elle est convergente .  

D’après le théorème de comparaison des limites on a :    

+∞→∞+→
≤≤

n  n
lim  lim 

3
1

nS ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+1)(n 33

1- 1 2 Or  
+∞→n

lim ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+1)(n 33

1 - 1  2  =  2  

 car  0  
3

1lim )1(3 
=++∞→ nn

1,1[-]  
27
1  q raison de egéometriqu suite ( ∈= ) 

On a donc 2  lim  
3
1

  n
≤≤

∞+→
nS  alors la limite de  (Sn)  appartient à [ ]2,

3
1 . 

 

 

 

 

EXERCICE 6 : 

1°/Pour n = 0 ;  . u u : a on IN  n  donc et  u  u  3- u  2  u  donc  1  0n0
2 

0010 =∈∀=++==u                                       

La suite (un) est donc constante. 

2°/ On a  u0 [. 0,1 [ ∈  

a) Montrons que . 
u  3    u

3  - 2   u  : aon  IN n  
2 

nn
1n

++
=∈∀ +  



  
u  3   u

 u  3   u   u  3  - u 
    2   u  3  -    2    

2 
nn

2 
nn

2 
nn

2 
n1

++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

+=++=+ nn uu  

       
2 

nn

2 
n

 2 

u  3   u

) u  3 ( -   2   
++

+
+= nu     D’ou un+1 = 2 - 

2 
nn u  3   u

3

++
 . IN n  ∈∀  

b) Montrons par récurrence que . 1   u    0    : aon   IN n  n ≤≤∈∀  

  donc 0,1[ [    u     aon    0 n  Pour 0 ∈=• on a :    0  . 1   u  0 ≤≤    

. 1   u    0   : que montrons et   1   u    0  :  que supposos  ; IN  n  1nn ≤≤≤≤∈ +Soit  

On a :   4  u  3   3     1   u    0  : aon   IN n  2 
nn ≤+≤⇔≤≤∈∀ 2   u  3   3     2 

n ≤+≤⇔               

3    u  3   u   3      2 
nn ≤++≤⇔

3 
1   

u  3   u

1    
3
1  

 2 
nn

≤
++

≤⇔ 1 -   
u  3   u

3 -    3 -   
 2 

nn

≤
++

≤⇔  

⇔  1  
u  3 u

3 -  2  3- 2 
 2 

nn

≤
++

+≤  d’ou   0   ≤ 1  
u  3  u

3 -  2  3 - 2
 2 

nn

≤
++

+≤                        donc 

1 u  0 1n ≤≤ +                           

 Conclusion : . 1   u    0    : aon   IN n  n ≤≤∈∀  

c) On a : un+1 – un  = 2 -  
u  3   2

) u  1 ( ) u - 1 (  
u  3   2

u - 1   
u  3   2

) u  3 ( - 4   u  3
2 

n

nn
2 

n

2 
n

2 
n

2 
n2 

n
++

+
=

++
=

++

+
=+  

0     u  donc  0  u  3   2  et 1n
2 

n ≥−>++ + nu  

Or :   0  2   u  1  ;   0   u - 1   alors   1  nn >≥+≥≤nu  

Cela signifie que la suite (un) est croissante.    

D’ou : la suite (un) est croissante et est majorée donc elle est convergente.  

Soit  = . u lim n
+∞→n

On a un+1 = f (un ) avec  f : x   ;x²  3  - x  2 ++  

f est continue sur [0,1] , d’ou  f(l)  = l 

  aon   or    1-  l  ou   1  l  ==⇔   aprésd' donc  1   u    0    : aon   IN n  n ≤≤∈∀ le théorème de 

comparaison des limites 1       0  : aon ≤≤    donc    = 1  



3°/a) Montrons que ). u - 1 ( ) 1 -  3 (   u - 1  0     : aon  IN n  n1n ≤≤∈∀ +  

•On a . 0   u - 1  oud'    1   u    0  donc  1   u    0    : aon   IN n  1n1nn ≥≤≤≤≤∈∀ ++  

  
 u  3   ) u  (1 

) u - 1 ( 2   u  3   u - 1 -   u - 1  : aon  part autreD' 
2 

nn

n2 
nn1n

+++
=++=• +  

Or on a : 
3  1

2   
u  3   ) u  (1 

2   
2
1   4  u  3  ) u  (1  3  1

2 
nn

2 
nn

+
≤

+++
≤⇒≤+++≤+ =  1 - 3  

  donc :    u - 1 1n+
 ≤ ) u - 1 ( ) 1 - 3 ( n  

Conclusion :  ). u - 1 ( ) 1 -  3 (   u - 1  0     : aon  IN n  n1n ≤≤∈∀ +  

b) •Montrons que ). u - 1 ( ) 1 -  3 (    u - 1   0     : aon  IN n  0
n

n ≤≤∈∀  

). u - 1 ( ) 1 -  3 (   u - 1  0     : a on IN  n n1n ≤≤∈∀ +  

    D’ou : ). u - 1 ( ) 1 -  3 (     u - 1   0   01 ≤≤  

              ). u - 1 ( ) 1 -  3 (   u - 1  0  12 ≤≤  

                                  

               ). u - 1 ( ) 1 -  3 (   u - 1  0 1 -nn ≤≤  

On multiplie membres a membres ces inégalités positives, on obtient :  

)u -(1 ... )u - (1 ) u - (1  ) 1 - 3 (   ) u - (1 ... ) u- (1 )u - (1 )u - (1  0 1-n10
n

n321 ≤≤  

donc  ). u - 1 ( ) 1 -  3 (    u - 1   0     : aon  IN n  0
n

n ≤≤∈∀  

•On pose  Xn =  IN. n   avec    ) u - 1 ( ) 1 -  3 ( 0
n ∈  

La suite (Xn) est géométrique de raison q =  1,1[-]   1  3 ∈−  

0  X lim  oud' n
 n

=
+∞→

. 

Donc d’après le théorème de comparaison des limites on a :  

                             0  X lim  ) u- (1 lim nnnn +∞→+∞→
≤≤  



 par suite . 1   u lim       0  ) u - 1 ( lim nnn =⇒=
+∞→+∞→n

 

4°/ on a  Sn =  . IN n  tout pour    ;S   u   T  et    u  3  nnn

1-n

o k 

2 
k ∈+=+∑

=

 

a) On a :  Tn+1 – Tn = un+1 – un + Sn+1 – Sn =  2 

D’ou la suite (Tn) est arithmétique de raison r = 2 donc 

Tn = T0 + 2 n ;∀ n IN ∈ . 

Par suite Tn = u0 + n 2  u 3 2 
0 ++ ;∀ n IN ∈ alors : 

 Sn = u0 + n 2   u  3 2 
0 ++  - un  

b) Pour tout n IN ∈  on a : 
1 n 

u -  
1 n 

n 2    
1  

u  3  u
   

1  
n

2 
00

++
+

+

++
=

+ nn
Sn  . 

Or :   0   
1  

u  3  u
 lim

2 
00 =

+

++
+∞→ nn

 ;   2   
1 n 

n 2 lim =
++∞→n

et   0    
1 n 

u  lim n =
++∞→n

                                                                   

alors   .2    
1 n 

S lim n =
++∞→n

 

 

EXERCICE 7 : 

On a pour tout n > 0 : . 
2

n  1 -n =nu  

1°/ Montrons que la suite (un) est décroissante et minorée : 

   0  n - 1  alors 1  n  Or  ;  
2

n - 1   
2

n -  
2

1  n  u - u n1 - nnn1  n ≤≥=
+

=• + . 

 0  n   0   
2

n - 1  donc n >∀≤  ; La suite (un) est donc décroissante. 

0. par minorée est )(u suite la donc 0  u   oud'     0  
2

n  : aon  IN n   nn 1-n 
* ≥≥∈∀•  

2°/•  Montrons que . 
2
1   u 

2
1  u  : aon  1 n  nn1 n +=≥∀ +  



1. n    
2
1    

2
1   

2
1   

2
n 

2
1  

2
1   

2
n   

2
 1 n   u  : aOn nn -n nnn1 n ≥∀+=+=+=

+
=+ nu  

 0   
2
1  lim   u lim 

2
1   oud'  

2
1   u 

2
1 lim   u lim   u lim  aOn  nnnnnnn1 n  nnn

==⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+==•

÷∞→+∞→+∞→+∞+→+∞→

) 1,1[- ]  
2
1  qraison  de egéomètriqu suite une est 

2
1 car ( n ∈=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
 donc : . 0  u lim n =

+∞→n
 

3°/ Sn = 1 + 1. k   tout pour    ;u    
2

n . . . .  
2
3   

2
2 n

1 k 
k1 -n 21 ≥=+++ ∑

=

 

 ) 
2
1 - 1 (  4  u -   S     : aon  1 n    que Montrons nnn +=≥∀•  

On a  
2
1   u 

2
1    u  : aon   1 k   kk 1 k +=≥∀ +   alors :    

2
1    u   

2
1      u 

n

1 k 
k

n

1 k 
k

1 k 
1 k ∑∑∑

===
+ +=

n

 

D’où :  – u1 + un + 1  + Sn  =  
2
1 - 1  S 

2
1    

2
1 - 1

2
1 - 1

 
2
1  S 

2
1

nn

n

 n +=+  

n1n1n 2
1 - 1  u - u   S 

2
1  oud'  += +  

Or u1 = 1 et un+1 = nnnnn 2
2 - 2  u 

2
1-  S 

2
1   donc    

2
1   u 

2
1

+=+   ,                                                           

d’ou : Sn = - un + 4 ( 1 - ) 
2
1
n . 

)
2
4- 4  (-ulim )]

2
1- (1 4+ [-u lim  lim nn

nnn
n n

+==•
+∞→+∞→+∞→

nS or on a :  0  
2
1lim et  0  ulim nnn ==

+∞→+∞→n
  

donc 4 lim
 

=
+∞→

nn
S . 

  

4°/ ( ) 1
n  x sin  n  V : a on  [

6
π0, ]  x et   1  n −=∈≥∀ n . 

a) Montrons que . u  V  : a on 1  n nn ≤≥∀  



On a  x ( )  
2

1   x sin oud'  
2
1  x sin  donc [ 

6
π]0, 1 - n

1 ≤≤∈ −n  

( ) nn1-n
1 u  V alors  

2
n  x sin n oud' ≤≤−n . 

Or   0   Vaon  1 n   et  0  ulim nn >≥∀=
+∞→n

donc d’après le théorème de comparaison des limites on 

a : 0   Vlim   : donc    u lim   Vlim  0 nnnnnn
=≤≤

+∞→+∞→+∞→
 

b) Montrons que pour tout ( )nn  xsin     V) xsin  (    Vaon   1  n1 n +=≥ + .  

n
n

n1-nnnn
1 x)(sin   Vxsin   x)(sin  x)(sin .n  xsin   x)sin (x)(sin n   x)(sin  1)(n  +=+=+=+=+nV  

c) Tn = 1 + 2 sin x + 3 (sin x)² + .....+ n (sin x)n-1 = ∑
=

n

1k
k V   ; 1 n  ≥∀ . 

.  V) xsin  (  -  
xsin  - 1
) x(sin  - 1

   ) xsin  - (1 T  : aon   1 n   que Montrons n

n

n =≥∀•  

On a : Vn+1 = (sin x)n + Vn . sin x pour tout n > 0 et x  [
6
π0, ]  x∈  ; 

∑∑∑
==

+
=

+=
n

1k
k

n

1 k 

k
1

n

1 k 

 V x)(sin   ) x(sin        : Alors kV  

 n

n1n

2 k 
k T x)sin  (   

sin1
x)(sin  - 1

  xsin    V       +
−

=⇔ ∑
+

= x
                     

 T x)sin  (   
sin1

x)(sin  - 1
  xsin       V  V    V       n

n

1n1

n

1 k 
k +

−
=+−⇔ +

=
∑ x

 

n

n

1n1n T x)sin  (   
sin1

x)(sin  - 1
  xsin       V  V T    +

−
=+−⇔ + x

 

  V  V  
sin1

x)(sin  - 1
  xsin     T x)sin  1(  1n1

n

n +−+
−

=−⇔
x

 

 ) x(sin     xsin  .  V  1    
sin1

x)(sin  - 1
  xsin     T x)sin  1(  n

n

n

n −−+
−

=−⇔
x

 



x sin .  V   ) x sin - 1 ( ] 
sin1

x sin  1 [   T x) sin 1(  n
n

n −
−

+=−⇔
x

 

xsin  .  V  
sin  1

x sin  - 1   
  T x)sin  1(  n

n

n −
−

=−⇔
x

 

D’ou on a : .  V) xsin  (  -  
xsin  - 1
) x(sin  - 1

   ) xsin  - (1 T  : aon   1 n  n

n

n =≥∀  

Donc ( )   V) xsin  (  -  
xsin  - 1
) x(sin  - 1

 lim     x)sin  - 1 ( T  lim n

n

nn
+∞→+∞→

=
n

or 0  x)(sin  lim et  0   Vlim n

nn ==
+∞→+∞→n

 

car [ (sin x)n ] est une suite géométrique de raison  

q = sin x  [ 1,1- ] ∈ [6
π0, ]  x piusque ∈ . 

Donc ( )
( )2nnn  xsin  - 1

1    T lim  alors   
xsin  - 1

1   x)sin  - 1 ( T  lim ==
+∞→+∞→n

 

 

EXERCICE 8 : 

1°/ u3= .
2

1  v - w  0  :a on  0  n 1-2nnn ≤<≥∀ . 

2
22-2  

2
u- 12 - 2

   u et
2 

4
5

+
==  

2°/ Montrons par récurrence que .u  u : aon   2 n  n1n ≤≥∀ +  

.u   u oud'0,57   
2
2   u et 1  u : aon  2 n  Pour 2332 ≤≈===•  

.u   u   que montrons et u  u  : aon  2 n   que supposeOn  1n2nn1n +++ ≤≤≥∀•  

 u - 1   u - 1  alors  u   u  alors  u    2 
n

2 
1n

2 
n

2 
1nn1 ≥≤≤ +++nu  

2 
n

2 
1n u - 12 - 2   u - 12 - 2  alors ≤+  



alors    
2

 u - 12 - 2
  

2
 u - 12 - 2 2 

n
2 

1n ≤+    d’ou   un+2 .u  1n+≤  

Conclusion :  .u  u : aon   2 n  n1n ≤≥∀ +  

3°/ un = sin  . 2 n  pour   ; ≥nv  

a)  un = sin vn  donc 
2

sin² v-1 2-2
  n

1 =+nu      

         =
2

vsin       
2

) 
2

v(2sin²  2
  

2
) vcos-1(2 n

n
n ==  

d’ou : sin vn+1 = sin 
2
nv  or un [

2
π]0,    vdonc 1[ ]0, n ∈∈  donc : .   v

2
1  n1 =+nv  

 (vn) est donc géométrique de raison  

  q = .
2
π     vterme premier de et  

2
1

2 =  

b) On a donc :  alors     2 n   
2
π   1-n ≥∀=nv  : . 2 n    

2
πsin   1-n ≥∀⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=nu  

Pour n = 5 on a :    u   
16
π sin 5 ==

2
22-2 + . 

 

EXERCICE 9 : 

1°/ La fonction f est dérivable sur [0,1] et on a : 

 f’(x) = 
²

) 1 -  1 x²  ( - 
1x²  2

x² 2

x

+
+  

f’(x) =  ( ) [0,1].   x tout pour 0   
1   1 x²   1 x² 

1  
1 x²  ²
 1 - 1²

∈>
+++

=
+

+
x
x  

Donc f est strictement croissante sur [0,1] . 

2°/a) Montrons que un = 2
1n

1n

u - 1
u 2

+

+  pour tout n 0.  ≥  



On a :   un+1  =  f(un) = 
1 1u

u  
2 

n

n

++
=  

On a : un+1 = f(un) = 
1   1  u

u   
1 -  1  

2 
n

n
2 

++
=

+

n

n

u
u . 

On a donc ( ) 1nn2 n 
1nn2 n1 u -   u  1  u u   alors    u    1   1 u  +++ =+=++nu  

 ) 1 u ( u   2 n2 
1n +⇒ + = 1nn2 

1n
2 n uu 2 - u u +++   

. 0 n     ;u - 1
u 2   u     uu 2  ) u - (1 u  2 

1n
1nn1nn 2

1n
2 n ≥∀=⇒=⇒

+

+
++

 

b) Montrons par récurrence que  . 1   u  0  : aon   0 n  n ≤≤≥∀  

. [0,1]   1  u  : aon    0 n  Pour 0 ∈==•  
1.  u  0 : que montrons et 1   u  0  : aon   0 n   que supposeOn  1nn ≤≤≤≤≥∀• +  

On a  un+1 = f(un) et f  croissante sur [0,1] donc :  f(0)  f(1)   )f(u  n ≤≤  

1  1 - 2   u  0      1n ≤≤≤⇒ +     D’ou     ≤  0 un+1 1  ≤ . 

Conclusion : 1   u  0  : aon   0 n  n ≤≤≥∀ . 

3°/a) Vérifions que . x 
2
1  f(x) : aon  [0,1]  x ≤∈∀  

On a f(x) = 1  1 x²  : aon  [0,1]  x  Or   ;
1   1   ²

≥+∈∀
++x

x  

2    1  1 x²     1  1 x²   ≥++⇒≥+⇒  

[0,1].  x   x 
2
1  f(x)   donc   x 

2
1   

1   1x² 
x     

2
1   

 1  1 x² 
1  ∈∀≤≤

++
⇒≤

++
⇒  

b) On prend x = un (car un [0,1] ∈ ) on obtient f(un) nu 
2
1 ≤ , 0 n    

2
1  u oud' 1n ≥∀≤+ nu                                          

On a donc :  01 u 
2
1  ≤u  

                   12 u 
2
1  ≤u  

            

       1-nu 
2
1  ≤nu  



On multiplie membre a membre ces inégalités positives et après simplification on 

obtient : 0. n  tout pour  
2
1  u   :  donc  u 

2
1   nn0n ≥≤≤nu  

c) On a : nnn u  o    : aon    0  n      aon  plus de     ,0 n  tout pour  
2
1  u ≤≥∀≥≤  ;  

Donc : 

d’aprés nn
n

n 2
1 lim  u lim  0  : ona limites des ncomparaiso de théorème

+∞→+∞→
≤≤ . 

.0  lim : donc  
2
1  qraison  de egéomètriqu suite une est ) 

2
1 ( car  0   

2
1 lim

 nnn ===
+∞→+∞→

nn
u

 

4°/ Montrons par récurrence que )
2
π(tg    u    : aon   IN n  2nn +=∈∀ . 

)
4
πtg(   1  u aon    ,0 n  Pour 0 ===• . 

 a on 0  n  pour  suppos On ≥•  : 2nn 2
π(tg    u += ) et montrons que )

2
π(tg    u 3n1n ++ = . 

 
 1    

)
2
π( cos

1

)
2
πtg(

    
1   )

2
πtg²(  1

)
2
πtg(

  ) (u f  

2n

2n

2n

2n

n1
+

=
++

==

+

+

+

+

+nu  

    un+1
)

2
π( cos² 2

2
π 2 sin

  

)
2
π( cos

)
2
π( cos  1

2
π cos

2
π sin

  
3n

3n

2n

2n

2n

2n

+

+

+

+

+

+

=
+

= donc un+1 = )
2
π(tg    

2
π cos

2
π sin

3n

3n

3n

+

+

+

= . 

Conclusion :   )
2
π(tg    u    : aon   IN n  2nn +=∈∀ . 

5°/ . 0 n     u 2   w   et   
u  1

u 2
   n

2n
n2 

n

1n
3n

≥∀=
+

= ++
+

nv   



a) Montrons que :   :  aon    0 n  ≥∀ 4
1n

3
1n

4n

nn u - 1
u  2

   v- w 
+

+
+

=            

=  v- w nn   
u  1
u 2

 -  
u - 1

u  2  2
   

u  1
u 2

 - u 2 2 
n

1n
3n

2 
1n

1n
2n

2 
n

1n
3n

n
2n

+
=

+
+

+

+

+
+

+
+

+           

Donc  v- w   nn 4 
1n

1n
3n

4 
1n

2 
1n

2 
1n 1n

3n

u - 1
u 2

   
u - 1

)  u 1- u 1 (u 2
  

+

+
+

+

+++
+

=
++

=  

D’ou : 4
1n

3
1n

4n

nn u - 1

u  2
    v-  w : aon    0 n  

+

+
+

=≥∀ . 

b) Montrons que .
2

1   v- w  0  :aon   0 n  1-2nnn ≤<≥∀  

On a tout d’abord wn – vn > 0 0 n  ≥∀     
2
1   u  Or  ;  

u - 1
u  2

   v -  w n1n4
1n

3
1n

4n

nn ≤= +
+

+
+

Donc 

1-2n33n  4
1n

4n

4
1n

3
1n

4n

  4
1n 2

1  
2

1 
u - 1

 2
  

u - 1

u  2
      1  

 u - 1
1 =≤⇒≤ +

+

+

+

+
+

+

 

1  
2
1 - 1  u - 1   

2
1   u  alors 4

4 
1n4n

4 
1n ≥≥⇒≤ ++ n  et en fin on a : :  aon   0 n  ≥∀ .

2
1   v- w  0 1-2nnn ≤<  

c) tn = wn – vn . D’après le théorème de comparaison des limites 

 on a :                                                         

4
1raison  de egéomètriqu suite une est )

2
1( car  0  

2
1 lim Or 1-2n1-2nn

=
+∞→

,  

donc :  0 <   ;
2

1 lim  tlim 1-2nnn
+∞→+∞→

≤
n

   et par suite .0  t lim n =
+∞→n

 

d) wn+1 – wn = 2n+2 ( 2 un+1 – un )  or on a :  

              un+1 0  u -  u 2 alors  u 2
1 n1nn ≤≤ +  

 

Donc wn+1 – wn  te.décroissan est )(w suite par et  0  n≤  



Or on a : 

 wn  . econvergent est elle oud' minorée  est )(w donc 0  n tout pour 0 n≥≥                                             

Soit  = nn
w

+∞→
lim  .  On a alors :     vlim  w lim     0   lim nn,nn

==⇒=
+∞→+∞→+∞→

nn
t  

D’ou les suite (wn) et (vn) sont convergentes et ont même limites . 

e) On a : . 
2
π

)2
π(tg 

 . π lim  )2
πtg( 2 lim   vlim

2

2n

n2n
2n

nn

+

+

+∞→+
+

+∞→+∞→
==

n
n

 

On pose X =   π  
x

x tg lim π  v lim oud'  0  X lim donc a on et 
2
π

0x
n

n n2 ===
→+∞→∞+→+n ; 

1  
x

xtg  lim car
0x

=
→

 ;  Donc . π     lim  w lim
 n n ===
∞+→+∞→

n
n

v  


