EXERCICES
EXERCICE 1:

On considére les suites définies sur IN par :

_2n+1 t a 1
Un— 3“ e Vn‘Un+1‘§Un.

1°/ a) Montrer que (u,) est décroissante et qu'elle admet une
Limite finie ¢
b) Etablir que la suite (v,) est une suite géométrique.

Déduire qu'elle est convergente et calculer sa limite.

2°/ Pour tout entier n > 2 on pose S, =1 +% sl 20l

3> 3n

n-1
a) Calculer: )" v, en fonction de n.
k=1

% —lun pour tout n > 2.
23" 2

b) Montrer que S,=2 -
c) Prouver que (Sn)est une suite convergente et calculer sa limite.

3°/ Pour tout n eIN; on pose : an = (2n+1) (tg x)" ol x e[%,g[ .

a) Onprend xe ]%%[ : Montrer que (a,) est divergente.

b) Onprend x = %; Etudier la convergence de (a,) et celle de la suite (b,) définie

n
a
ar b, = k our tout n >0.
P " én2+l P




EXERCICE 2 :

On considére la suite u définie sur IN" par :

n+1

1
UI:EeTUnﬂ_: Un.

1°/ Calculer u, usetus.
2°/ a) Montrer que pour tout n>0ona: 0 < Upi < U
b) En déduire que la suite u est convergente et calculer sa limite.

Un

3°/ Soit v la suite définie pour n>0 par : v,= .
n

a) Montrer que v est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et

la raison.

b) Calculer la limite de v, lorsque n tend vers +w«.

c) Calculer u,en fonctionden .

EXERCICE 3 :

Soit (uy) la suite définie sur IN" par u, = (L) "
2n+1

1°/ a) Montrer que pour tout n €IN ona: 0 < u,< (%) "
b) En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

n
2°/ Soit v, = Zuk . Montrer que la suite (v,) est croissante.
k=1

Déduire qu'elle est convergente.



EXERCICE 4 :

Soit (un) la suite définie par : {un est croissante.

e pour fout n eINona:u, > 2.

1°/ On pose V, = Zn: L

koo Up ug ..uy

a) Montrer que vn eINona:V,< t 1 1
up 2u, 2%

b) En déduire que la suite (V) est majorée.

2°/ Soit ¢ la limite de V,, . Montrer que ¢ <[0,1].

EXERCICE 5 :

Soit (un) la suite définie sur IN par:  {io= 2

3
n +t3u,

2
3u, +1

u
Unr =

1°/ a) Montrer que pour tout n eINona:u, > 1.

1 .
2"u,

v n eIN.

b) Montrer que la suite (u,) est strictement décroissante .

En déduire qu'elle est convergente.

u, -1

2°/ Soit vy =

pour tout n eIN.

n

a) Montrer que pour tout n eIN ona: vpi = vy

b) En déduire que : v, = (vo)Sn pour tout n <IN.



c) Calculer lim u, et lim v,.

n—>+o n—-+o0

.
3°/ a) Montrer que pour foutn eINona: (%] < (%jsn_

b) Soit Sp= " v, . Montrer que ( S,) est croissante.

k=0

1

1
c) Montrer que pour fout n €IN ona: gs S, S2(1_W)'

d) Montrer que (S,) est convergente et donner un encadrement

de sa limite.

EXERCICE 6 :

Soit (u,) la suite définie par :

Uo <[0,1]
Un+1:2+Un' 3+Un2 v nZO

1°/ Etudier la suite (up) pour ug = 1.

2°/ Dans la suite de I'exercice on prend ug €[0,1].



3

2
u, +4/ 3 +u,

a) Vérifier que pour toutn 2 0 ona:un.g=2-

b) En déduire que O < u, < 1.
c) Etudier la monotonie de (u,) .
En déduire qu'elle est convergente et calculer sa limite.
3°/a) Montrer que pour tout n €INona:
0<1-Up < (43 -1)(1-u,).
b) En déduire que pour tout n €EINona:

0<1l-uy<(W3-1)"(1-uy).

Retrouver alors la limite de (up) .

n-1
4°/ On pose Sy = Z 1/ 3+uk2 et Ty=u, +Sy. pourn eIN.
k=0

a) Quelle est la nature de la suite (T,).

Calculer S, en fonction de n, up et up.

b) Déterminer la limite de % lorsque n tend vers + .
+

EXERCICE 7 :

Soit (un) la suite définie par uy, = ZHL_I pour tout n > 0.

1°/ Montrer que la suite (u,) est décroissante et minorée.

1
2°/ Montrer que pour tout n>0ona: Uy.1= Sun* zi“

En déduire lim u,.

n—+oo



3°/ Onpose S, =1+ %+2%+....+% pour tout n>O0.

N—>-+0

Montrer que S, = -u,+4 (1 -Zin). En déduire lim S,.

4°/ Soit Vp=n (sinx)"" pour n>0; avec x e]O,%[.

a) Montrer que V, < u, pour tout n> 0. En déduire lim V,.

b) Montrer que, pour tout >0 ona: V,.1 = (sin x)V, +(sinx)"
c) Onpose : T,=1+2sinx+ 3(sinx)? +....+n(sinx)"" pour tout n>O0.

) . . 1-sin™ X
Démontrerque: T,(1l-sinx)=-(sinx)Vy,+ ——.
1-sinx

En déduire la limite de T, lorsque n tend vers +«

EXERCICE 8 :

Soit (u,) la suite définie pour n > 2 par:

U2:1
J2-241-u,’
Ups1= ———————— pourn > 2.

2
1°/ Calculer us ,us et us.
2°/ Montrer que pour tout n >2 ona:u,,; < u,.
3°/ Soit (v,) la suite définie par : up = sin vy,

a) Déterminer la nature de (vy).

b) Exprimer u, en fonction de n et Calculer sin 1—H6.



EXERCICE 9 :

Soit f la fonction définie sur [ 0, 1 ] par :

£(0) = 0.

1°/ Montrer que la fonction f est strictement croissante sur [0,1].

2°/ On considére la suite (u,) définie par :
Up = 1.
Un+1 = f(Un),l vV n €IN.

2
a) Montrer que pour tout n <IN ona: u, = = Cna
-u

n+1

b) Montrer que pour tout n cIN ona: O Su <1

3°/a) Vérifier que pour tout réel x <]0,1Jona f(x) £%x.

b) Montrer alors que pour tout n eINona: u, <L

n

c) En déduire que la suite (un) est convergente et calculer sa

limite.
4°/ Montrer que pour tout n eINona:u, =tg (21%).
2n+3 LM )
5°/ On pose pour tout n <IN ona vn= : 2L et wy= 2" up
+ lJn+1
2n+4 U:
a) Montrer que pour tout n cIN" ona: wn- vy = - iy
U

1

b) En déduire que pour fout n cIN ona: 0 < wy=- vy < Py



c) En déduire que la suite (t,) définie sur IN par t, = wn - vn est convergente
et calculer sa limite.

d) Montrer que (w,) est décroissante et en déduire que (wn) et (vn) sont
convergentes et ont la méme limite que I'on note ¢.

e) Montrer que ¢ = m.

CORRECTION

EXERCICE 1 :

2n+1
3n

Pour n eINona u, =

10/0) un+1_Un:2n+3 2n+1 -4n

3n+1 - 3n _3n+1 <0= Up1 <Up

donc la suite (un) est une suite décroissante.

De plusvneINona u, >0 alorslasuite (u,) est minorée donc elle est convergente. Soit ¢ =

lim u,.
n—+oo

1

=Upyo _gu

b) ® Vit n+l = 3n+2



donc v, , =% v, donc la suite (v,) est géométrique de raison
1 . 2
q = —etde premier terme v, =—.
3 3
21,
Onaalors vnelNona: Vnzg(g) :

. . . 1
® lim v, = O carla raisondelasuite (v,)estq = =
Nn—+o0 3

7 2 1 D
2°/ n =2 et Sn=1+3%+3—3+...+ n+l_ Zuk'

! 3"t 23 1 1 1
a) Vi =V =——(1-—475) =z (1-—=)-
1; 1_% 9 2 an 373

b) Ona k= uk.1 -%uk :VkeIN.

‘ n-1 n-1 1 n-1 n 1 n

DOUZVk :Z:uk+1 —Ezuk :Z:uk —g(zuk"un)
k=1 k=1 k=1 k=2 k=1

d n-1 1 1
onc v, = -u+S,-=S +=-u,.

n

n-1
ka: -u1+25n+lun. donc : l(l—%)=—1+lun+38 alors 2S, =4-—-
] 37" 3 37 3 37" 3

et par suite S,=2 - 1 1

p3nt 2
3°/0Ona: neINet g =(2n+1)(1gx)" avec XE]%,%[ .
a) Pour x e]%,g[ onatgx>1lalors (tg x )">1et donc

an> 2n+1 celasignifie d'apres le théoreme de comparaison des limites que

lim u, =+
n—+o0o



I . L .
b) x = "y alors a, =2n+1;(suite arithmétique ) etdonc lim a, =+
n—>+ow

nz+1 n2 n2 + 2 nz+1

n n 2
bn=22k+1= ! D 2k+1 = LENEL Y W UL
k=0 +1k:0 1

2
Alors lim b, = lim =1,

n— -+ n—+wo N2

EXERCICE 2 :
1 n+1
Ona: up= — etu,= .
) "7 Top Um
3 3 4 1 5 5
1°/ u; = FWT gl W owm=g et up=gu =
2°/a) e Montrons par recurrenceque VnelN"ona: u, ;>0

*pourn=1ona: u2=i >0.

8
* Soitne IN" ; Supposonsqu'ona: u,,; > O et montronsque u,,,> O

n+3 n+3

Ona:u,., =52 it etu >0 et

>0
2n+

2n+2

D'ou YVnelN"ona : 0<u

n+1*

eMontronsque VnelNona:u, ,<u,. puisquen>1doncu

n+l = n+2 ZO-

or eIN" alors 1-n < 0 etdeplus u, 20

donc u,,;-u, <0 d'ou u,, <u, .

Conclusion : vnelN"ona: 0 <u, ,<u

n-

c) D'apres a) on a (un) est décroissante et minorée donc elle est convergente .

On pose ¢ = lim u,.

nN—+owo



Ona limu,= limu,,, donc ¢ = L, ;car lim n+el 1
N—>+o0 2 2

n—>+o0 n—+o 2N

donc ¢ = 0.
3°/ Vn:hVnZ 1.
n

n+1

Un 1 1 T .
a) v, =m=2n—=—u—“=—vn donc (v, ) est une suite géométrique de raison q =
n+1 n+1 2 n 2

% et de premier terme v, =%.

- 1 . T .
Onadoncv, =viq" " '= o vn > 1.0n a (vn) est une suite géométrique de raison q =

n

%e]-l,l[ donc lim v, = 0.

n— +oo

u n
b)Onavy,= F”donc u,=nv, dou unzz—n;pourtoutn >1.

EXERCICE 3 :

n
Pour tout n eIN"ona: u, =( n ) )
2n+1

n
1°/a) Montrons que VnelNona: 0 <u, <@J :

n
e Ona: - A b 0 alors ( n )ns(lj :
2n+1 2 2(2n+1) 2n+1 2
eD'autre partona: VnelN" ; " >0 donc ( Y'>0 d'ou u, >0
2n+1 2n+1

n
Conclusion : vnelNona: 0 <u, <(%) .

n—>+o n—+oo\ 2

n
b) D'apres le théoreme de comparaison de limites ona: 0 < lim u, < lim (1) :



n n
Or lim (%] =0car( (%) ) est une suite géomeétrique

n—+o0
. 1 .
de raisonq=—<]-1,1[donc lim u, =0
2 nN—+o0
2°/Ona vneIN™ ; vV, = Z uy .
k=1

® Montrons que (vn) est croissante :

n+1 n
Vps1 -V = z u, - Zuk =u,,; >0donc lasuite (v,,) est une suite croissante.
k=1 k=1

1,
vkeIN : lkd <y lk—l—l_(ZJ AL
< <2 onc > 4 <Y 2) 2 1 ~|2) =% douv,<1;Cela

signifie que la suite (v,) est majorée par 1.
Conclusion :

la suite (vn) est majorée par 1 et est croissante, donc la suite (v,) est

convergente

EXERCICE 4 :

Ona: (uy) est croissante et pour tout n eINona: u, > 2.

1°/ 0na Vo= > — !

koo Up uq ..y

a) Montrons que pour tout n eINona:

b) Vn= .

2 n :
Uy 2u, 27U 27ug

On a pour tout k € IN : (uk) est croissante donc pour tout k eINona:

Uk > u, de plus pour tout k eINona: u > 2;



Alors up.ui ..ux > 2% u,

, 1 1 , C N
et par suite <—— dou > — 1 < K
Ug.-uq...y 271y koo Up Uty (=g 27 Uq
1 1 1 1
donc V, < —+ ot —.
Up 2u, 27U 27U,

b) Montrons que la suite (V,) est majorée :

1n+1
1-()
L | 13 1 1 2 2 N\t 2
S S =24

k=0 U .= Up
2

dou: V, < i; v n €IN,doulasuite (Vq)est majorée .
Uy

2°/Soit ¢ = lim V,.Montrons que ¢ <[0,1].

n—+oo
On apour tout n eINona : u, =2 donc:

VvV k >0 ona l20 et donc Vo 20dou ¢ >0
Uy

De plusona V, <2 :vyneINdoncV, < 2 <1:V n€IN
U U

d'ou ¢ <1  Conclusion : ¢ <[0,1].

EXERCICE 5 :

1°/a) Montrons par récurrence que ¥YnelNona: u, > 1.
ePour n=0 onau, =2 >1

e Soit neIN,Onsupposeque : u, >1 et montronsque u,,; =1

1_un3+3un 1 (4, -1)°
Tt TIT T T T3t
U+ U+

donc Up > 1

or u, 21 donc u,-1>0 d'ou :



Conclusion : vnelN ona :u, >1.

b) Montrons que la suite (u,) est décroissante :

3uZ+1 3u’+1 3u’+1

3 2
Upet = Uy = u, +3u, u =-2un(url -1) —2un(un—1)(un+l).

Orun-1> 0 et 3u2+1>0Vn>0 donc um - U, <0 donc (u,) est décroissante.
La suite (un) est décroissante et minorée par 1 donc elle est convergente.

u, -1

2°/ Pour tout n eINona: v, = :
u, +1

un3n;3un_1 3 2 3
u., -1 3 1 -3 3u, -1 -1
G) Vit = n+1 — 3un + - ul'é un2+ Un — Uy :(an
U +1  u +3un_1 U +3u” +3u, +1 u, +1
3yl +1

b) Montrons par récurrence que VnelNonav, :(vo)3 :

epour n=0 ; onaz(vo)30 :(vo)lzvo.

n+1

n
e Soit neIN;On suppose que:v, = (vo)3 et montronsquev,,, = (vo)3

¥nelNona: y  —(y,f :([VOF“T :(VO);nX3:(VO)3M

Conclusion : vnelNona: v, = (VO)3 .
c) On pose : lim uy = ¢.
N—+o0

x3+3x

Ona: uUp = f(uy) avec f i x>——
3x%+1

; f est continue pour x > 1

donc f(¢)= ¢

Dou ¢r3+37 =3 ¢3+1alors 2 ¢r3-2/¢=0



alors: 7 =oou/=10ur¢=-10rona: u, >1donc ¢=1.

. 1
On a finalement lim v, = lim ~2"—=0.

n— -+ n—o+o 1+ 1

3" 3n
3°/a) Montrons par récurrence que YnelNona: (%) 3(1) :

3
30 1 3x0 0 30 3x0
ePourn=0 ona(lj :(lj =l e‘r(lj :(lj =1d'ou (lj s(lj .
3 3 3 3 3 3 3
1 3N 1330 1 3n+l 13304D)
» On suppose qu'on a [5) S(g et montrons qu'ona(gj S(Ej On

3" 3n 3" 3n
a VnelNona: (lj S(lJ alors l(lj g(l) l
3 3 3 \3 3 3
, 1 3" 41 1 3n+1 ) 1 3n+1 1 3n41 1 3n+1 1 3(n+1) (1)3n+1 (1)3(n+1)
d'ou (Ej S(Ej orona: %) s(g) et (g) s(g) donc i3] <& .

1 3" 1 3n
Conclusion : VneINona:(gj ﬁ(g) .

n
b) Pour tout n €IN ona: S, =) v,.
k=0

n+l1 3N
1
Spet = Sn = PIREDINAL :(Ej 20 Jlors () est croissante.

1 1
c) Montrons que vneIN ona: 3 <S5 SZ(I_WJ'

*(S,) est croissante donc pour foutneINonaS, <S, orS, :é d'ou % <S,.

13 13 133k
eD'autre partona: Vk>0 ona (Ej < (5) signifie vy < (5)

n

n 3k 3k
dou S, < ) Gj ;0r > (%) est la somme de (n+1) terme d'une suite géométrique
k=0 k=0



. 1 1 .
de raison =50 et de premier terme 1 donc :

27
1.1
nq 3k 33(n+1) 7 1 3 1
23 ~— T % LS | = 2] 1 33em
k=0 1-3—3

1 :
donc S, < 2[1-WJ et en conclusion : vneIN : 1 <s, S2[1_ﬁ}

d) On a (Sn) est croissante et est majorée car

1

VnelN ona: S, SZ{l—W

Jsz. Donc elle est convergente .

D'aprés le théoreme de comparaison des limites ona:

n—+ow n—>+w n—>+o0 33(r1+1)

1_ . . 1 . 1 -
ES lim Sn < lim 2(1-@}0" lim 2(1 —] - 2
. 1 G . . 1
car lim ———=0 (suite géometrique de raisonq= 57 € 1-1,10)

oy 3300)

On a donc %s lim S, <2 alors la limite de (Sn) appartient a [%,2].

n—+ow

EXERCICE 6 :

1°/Pourn=0; uy=1donc y =2+uy-3+uf =u, etdoncvneINona:uy, =u,.

La suite (u,) est donc constante.
2°/ Ona up €[0,1].

3

u, +\/3+un2

a) Montrons que VnelNona: u,,; =2-



(uq- 3+%2)(%+W)

unJr\/3+un2

Upg = 24Uy -4/ 3442 =2 +

uZ -(3+u?) 3

un+,13+un2 u, +4 3+u?

b) Montrons par récurrence que ¥nelN ona: 0 < u, <1.

:2+ D'OU Un+1=2- VnelN.

ePourn=0 ona u, € [01[donc ona: O <u, <1.

Soit neIN: suppososque : O < u, <1 etmontronsque: 0 <uy , <I.

Ona: vnelN ona: 0 <u, <1< 3<3+u’ <4 & 3<3+u’ <2

o JB3<u, +43+u? < N P SN -ﬁs;s-l
3 u, +113+un2 ¥3 u, +1l3+u§

<1 dou O < 2-ﬁ32+;s1 donc

[ 2 [ 2
u, +43+u; u, +43+u;

Conclusion : YnelIN ona: 0<u. <1.

n

2 2
C)ONQA:Upi-Up =2 - Beu2 - 2-CGrun) 1wy (1-uy)(1+uy,)

2+1/3+uf 2+\/3+uf 2+\/3+uf
et 2+4/3+u? >0 donc u,;— u, >0

Or:u,<1 alors 1-u, 20 ;1+y,>2>0
Cela signifie que la suite (u,) est croissante.
D'ou : la suite (u,) est croissante et est majorée donc elle est convergente.

Soit 7 = lim u,.Onauu=f (up)avec fixX 52+x-4/3+x2;

N—+o0

f est continue sur [0,1], d'ou f(I) =1
< 1=1 oul=-1 orona VnelN ona: 0 <u, <1 doncd'aprés le théoreme de

comparaison des limitesona: 0 <7 <1 donc ¢ =1



3°/a) Montrons que vnelNona: 0<1-u,,, <(+/3 -1)(1-u,).

®*Ona vnelN ona: 0<u, <1donc0<u,, <1 doul-u,,, =0.

n+l =
2(1-u,)

eD'autrepartona: 1-u,,; =-1-u, +4 3+u. =
(141, )+ 3+u?

. 2 2 .54

1
Orona:1++4/3<(1+u,)+3+uy’<4 == <
2 (1+un)+\/3+qf 1++3

donc: 1-u,,; < (¥3-1)(1-u,)
Conclusion : vnelNona: 0<1-u,,, <(+/3 -1)(1-u,).

b) e Montrons que ¥nelNona: 0<1-u, < (¥/3 -1)"(1-u,).

vneINona: 0<l-uy, <(43 -1)(1-u,).
Dou: 0<1-u < (43 -1) (1-y,).

0<1-u, <(4/3 -1)(1-uy).

0<1-u, <(¥/3 -1)(1-u,_,).
On multiplie membres a membres ces inégalités positives, on obtient :
0<(l-u)(-w)(A-uy) .. (1-4, )< (V3-1) (L-u)(t-y)...(1-u,,)
donc vnelNona: 0<1-u, < (43 -1)"(1-uy).

*Onpose X,= (43 -1)"(1-u,) avec nelN.

La suite (Xn) est géométrique de raison q = ¥3 -1 e]-11]

d'ou lim X, =0.

n—+co
Donc d'aprés le théoréme de comparaison des limites ona:

0 <lim (1-u,)< lim X,
n—+0o n—>+w



par suite lim (1-u,)=0 = lim u, =1.
nN—+o0

n—+w

n-1
4°/ona S,= zwl3+uk2 et T, =u, +S, ; pourtoutnelN.
k=o

G)OnCl: Tn+]—Tn:Un+]—Un+Sn+1-Sn= 2
D'ou la suite (T,) est arithmétique de raison r = 2 donc

T,.=To+2n;vnelN.

Par suite T, = up +y3+uf +2n;vn eINalors :
Spn=uUp+ J3+u§ +2n - Uy

u +\13+u2
b) Pour tout h €IN ona: Sn_ o 0, 2n _u,

n+1 n+1 n+l n+1 °
+4/3+ 2

Or: lim 20fVOFW o i 20 st fim Un

Nn—>+w n+1 ns+o n+1 ns+o n+1
alors lim Sn =2

n>+on+1
EXERCICE 7 :
Onapour fout n>0: u, = n_l.

211

1°/ Montrons que la suite (u,) est décroissante et minorée :

-un”-un:n;,1 -2:]_1 :12-nn ; Or nx>lalors 1-n<0

donc 12—_nn <0 vn>0 ; Lasuite (u,) est donc décroissante.
evVnelN ona: _n >0 d'ou u, 20doncla suite (u,, ) est minorée par 0.
2n-1

1 1
2°/® Montrons que Vn>1lona: Uner =5 o+



Ona:un+1:2—n 2n +2n

n—>+o n n—+oo n—-+o0 n—o+o 20

eOna lim u, = irgmuml = lim L%un +2LHJ d'ou L lim u, = lim L =0

nN—+oo

1 1
(car [27} est une suite géometrique de raison q = 5 €]-1,1[) donc: lim u, =0.

2 n
3°/S,=1+ o +2%+””+2“L’1 :Z u, ;pourtout k>1.
k=1
1
eMontronsque Vn>lona: S, =-u, +4(1-—)

1 1 ) 1< o 1
Ona Vv k21 ona: u,,, :Euk +2—k alors : Zuk”: EZuk+Z—k

k=1 k=1 =12
-1
Dot -t +tpe1+Sy = g 22 = Lgia b
. 1 n+1 n 2 2 1_1 2 on
2
v o1 1
dlou 55 =t -t +1--5
- _1 1 1 1 2
Orui=1letuy = St ton donc ESh=-§un+2-2—n ,

dou:Sy--u,+4(1- Zi”)'

e lim S, = lim [-un+4(1-21—n)]= lim (-u, +4-zin)or' ona: lim u,=0 et lim Ln:o
n—+0 n—+0

n—>-+oo n—>+o0 n—>+w 2

donc lim S,=4.

N—+o0

4°/ vn=x1 e'I'Xe]O,%[ ona:V, =n(sinx )",

a) Montrons que vnxlona: V, <u,.



Ona x e]O,%[donc sinxs% d'ou(sinx "< o1

' : n-1 n
d'oun (sin x) S vt alors V, <u,.

Or lim u,=0etVn>1lonaV,>0 donc d'aprés le théoréme de comparaison des limites on

Nn—+o0

a: 0<lim V, < lim u, donc: lim V,=0
n—-+oo n—+ow n—+0

b) Montrons que pour tout n>1ona V, ;=(sinx)V, +(sinx)".

n

V.., =(+1)(sin x)" =n (sin x)" + (sin x)" =sin x.n (sin x)"* + (sin x)" =sin x V,, + (sin x)"

) 1-(sinx)" )
e Montronsque Vn>1 ona: -sinx)= ——— - (sinx)V,.
Montrons que vn>1 ona: T, (1-sinx)= — (sinx)V,
-sin x

Ona: Vpi = (sin x)"+ V. sin x pour tout n> 0 et x Xe]O,%[ ;

Alors: i Vi1 = i (sin x )k + (sin x) Zn: Vi

k=1 k=1 k=1
ol 1-(sinx)"
= ZVk:smx ( - ) +(sinx) T,
= —sinX
n 1-(sin x)"
= Vi -V +V sin x +(sinx) T
kz:l k 1 n+1 1—sinXx ) n
. 1-(sinx)" .
< T,-V;+V, ,; = sinx ———— +(sinx) T,
1-sinXx
. o 1-(sinx)"
< (1-sinx) T, = sinx —— +V,; -V_ 4
1-sinx
| _1-(sinx)" . -
< (1-sinx) T, = sinx ————— + 1 -V, .sinx — (sinx)

1-sinXx



sin x
—sinx

< (1-sinx)T, = [1+ 1(1-sin" x) -V, .sinx

. 1- sin" x )
= (1—SlnX)Tn=m —Vn.smx

1-(sinx)"

D'ouona: vn>1ona: T, (l-sinx)= -
1-sinx

- (sinx)V,.

1-(sinx)" N
Donc lim (Tn(l—sinx)) = lim ——— - (sinx)V, or lim V,=0 et lim (sinx)" =0

n—>+o0 n—>+o 1-sinx n—>+o0 n—>+o0

car [ (sin x)" ] est une suite géométrique de raison

: vt
q=sinx e]-1,1[ piusque x&]0,g1

1
Donc lim |T. (1-sinx) )= alors im T, = ————
N—+w ( n ( ) ) 1-sin X notoo O (1 -sin x )2

EXERCICE 8 :
1°/ us=vn=0 ona: O<wn—vn£W..
V2-21-u 22442

2°/ Montrons par récurrence que Vn>2 ona:u,,; <u,.

n+l =
2
ePourn=2ona:u,=1etu, :Tz0,57d'ouu3 <u,.

eOnsupposeque Vn=2ona: u,,; <u, etmontronsque u,,, <u,,;.

2 2 2 2
U,y < U, alors u2; <u, alors 1-u%; >1-u,

alors Jz -241-y?, s\/z -241-u?




alors dou Unz < u,,;.

Jz-zwh-uﬁ+l <\/2—21/1—uf
2 B 2

Conclusion : vn>2ona:u,, <u,.

3°/ u,=sin v, ;pourn>2.

\2-241-sin?v,

2

a) up=sinv, donc u,,, =

' . .V
d'ou : Sif Vs = sin = or Uy <]0, 1 done v, e]o,%[ donc: v, =

(vn) est donc géométrique de raison

_ 1 . n
q= 0 et de premier terme v, =5

b) Onadonc: v, :%VHZZ alors : unzsin(ilj vynx2.
2" 2"

2-42+42

Pourn=5ona: sin— =u; =
16 2

EXERCICE 9 :

1°/ La fonction f est dérivable sur [0,1]et ona:

f'(x) = 2”"2 B
X2
f:(x): VXZ+1-1 _ 1

= >0 pour tout x e [0,1].
e+l e+l (erl +1) P as

Donc f est strictement croissante sur [0,1].

2°/a) Montrons que u, = Zu—“;l pour tout n > 0.

1- Upi1

N | =



ona: Up = fluy)= =—

1/uf+1 +1
2
N 1 -
ONa: Upg = flup) = Yo ° ! tn

Un \/uf+1 +1

On adonc u,, («/ur% +1 +1):un alors u,,;yuf+1l=un -u,,,

2 Unyq

2 2)— _
= uf(l-u,f)=2unu = Up =

2 2 2 2 n n+1 n Yn+l n 2

= ug,(us+l) - ug+ud,-2unu, 1-u2,y

;Vn=0.

b) Montrons par récurrence que vn>0 ona: 0<u, <1.

ePourn=0 ona: u,=1 €[0,1].

eOnsupposeque Vn=0 ona: 0<u, <letmontronsque:0<u,,,<1.

Ona upi= f(un) et f croissante sur [0,1]1donc: f(0) < f(un) <f(1)
= 0<u,,; <~J2-1<1 D'ou 0 <Upi1 <1.

Conclusion : Vvn>0ona: 0<u, <1.

3°/a) Vérifions que Vxe[O,l]ona:f(x)S%x.

Onaf(x) = ;; Orvxe[01]ona:x2+1>1

VX2 +1 +1

SAVx2+121 = Jx2+1+1 2> 2

1 1 X 1 1
<— > —— <—x donc f{(x)£=x Vxe[0,1].
vx2+1 +1 2 Jx2+1 +1 2 09 2 (0]

b) On prend x = u, (car u, €[0,1]) on obtient f(un)s%un, d'ouu, s%un vn>0

1
Onadonc: u,<-u,
2

1

U, <—uy



On multiplie membre a membre ces inégalités positives et apreés simplification on

obtient : u, Szinuo donc : unﬁzin pour toutn >0.

1
c)Ona: unﬁz—n pour toutn>0, deplusona Vn >0 ona: o<u

n ¢

Donc :

d'aprés théoréme de comparaison deslimitesona: 0< lim y, < lim —.

n—>+0 n—>+o0

lim 1 0 car ( L ) est une suite géometrique de raison q = 1 donc: lim u, =0.
n—+o 2N on 2 n—>+0

II

4°/ Montrons par récurrence que VnelNon a: u, =tg (ZHT).

ePourn=0, onauy=1= tg(%).

eOnsuppos pour n>0ona : u, =tg (zn%) et montrons que u,,; =tg (2n—n+3).
T T
*Q(Znﬁ) *Q(Z,,ﬁ)
Upa = f (un )= p = 1
\/1+T92(2n+2) +1 0 +1
cos (Znﬁ)
T . m .
cos 2n+2 sSin 2 2!\7+3 S ni3 o
Un+1 = T = T donc Un+1 = o = tg (2n+3 ) °
1+cos (Zn—+2 2 cos? (2n+3 cos 3
1
cos (2n+2)
Conclusion :  VnelNon a: u, =tg (2“%)'
2n+3 u
5°/ v, :—Tl et w, =2""%u, vn>0.

1+u,



2n+4 Ll,?l
a) Montrons que : Vn>0 ona: w,-V, =1—4+
“Upit

2n+3 un+1 2n+2 2 un+1 2n+3 un+1

Wn - Vn :2n+2un_ _ _

L4y TP
3 2 2 3
Donc w,-v 2 My -1y ) 24y
n n - Py = 7
1-u”+1 l-un+1
2n+4 u3
D'ou: ¥n>0 ona:w, -v, :—4”1
1'un+1
b) Montrons que Vn>0 ona: O<Wn_V“SW'
2n+4 uy?]_ 1
On a tout d'abord wp - v, >0 Vn>0 w, -v, = . 0or gy, <—— Donc
l-un+1 2
1 <1 2 ui+1< 2n+ 1 1
1-ult, ~ = 1-u* T u . ot ool
“Unps “Upq -Up1

1 1 .
alors u?; < >ir :>1-un1121-2T21 etenfinona: vn>0ona:0<w,-v,<

nS—>—-
22n 1

c) tn = Wy - v . D'apres le théoreme de comparaison des limites

ona:
. 1 P . 1
Or lim ———==0 car (5 7) est une suite géometrique de raison —,
n—+0 20" 2-n- 4

donc: O<lim t, < lim ——; et par suite lim t,=0.

N—-+o0 n—+wo ) N—>+w0

d) Wnet = Wn = 2™ (2 Upei - Up ) Orona:

Un+1 S%un alors2u,,; -un<0

Donc wWp.1 = Wy, < 0 et par suite (wn) est décroissante.



Orona:

Wn >0 pour tout n>0 donc (w,) est minorée d'ou elle est convergente .

Soit ¢ = lim w, . Onaalors: limt, =0 = lim w,= lim v, =/

n— -+ n—+w n—+o ,N—>+0

D'ou les suite (wy) et (vn) sont convergentes et ont méme limites /.

IT
tg(2n+2)
1 = i n+2 II_\_ i
e)Ona: lim vo= lim 2 tg(zrs) = lim n.—
2n+2
T . ' . . Tgx
On pose X = ——etonadonc lim X=0 d'ou lim vn:nhmg—:n ;
2" n— +ow n—>+o0o x—>0 X
. tgx . .
carlim-8X=1 ; Donc lim w,= lim v, =/=m.

x—0 X n—+oo n— +o



